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We prove that every critically n-connected, finite digraph has a vertex of out- 
degree less than 2n or a vertex of indegree less than 2n, but there is not always a 
vertex of outdegree less than 2n. This bound 2n - 1 for the minimum of the out- 
and indegrees is, in general, best possible and was conjectured by Y. 0. Hamidoune 
(“Contribution a l’btude de la connectivite dun graphe,” These d’Etat, Paris, 1980). 
An immediate consequence is the main result of the author’s previous work (Arch. 
Math. 25, 1974, 107-l 12) that every minimally n-edge-connected, finite digraph has 
a vertex of indegree and outdegree n. 0 1991 Academic Press, Inc. 
I. EINF~~HRUNG 
In [ 1 ] zeigten Chartrand, Kaugars und Lick, da13 jeder kritisch n-fach 
zusammenhangende, endliche Graph eine Ecke vom Grad < (3/2)n - 1 
besitzt. (Ein einfacher Beweis dieses Resultats lindet sich in [6].) Das Ziel 
der vorliegenden Arbeit ist ein Analogon dieses Ergebnisses fiir gerichtete 
Graphen. Wir werden zeigen, daJ jeder kritisch n-fach zusammenhiingende, 
endliche Digraph eine Ecke besitzt, die den AuJengrad <2n oder den 
Znnengrad <2n hat. (Beispiele zeigen, dalj eine Ecke von Augengrad <2n 
nicht zu existieren braucht.) Diese Gradabschatzung ist bestmijglich und 
wurde in [4] von Y. 0. Hamidoune vermutet. Der Beweis ist von ganz 
anderer Art als alle bisherigen Beweise fur die Existenz von Ecken von 
kleinem Grad in minimal oder kritisch n-fach ecken- oder kantenzusam- 
menhlngenden Graphen oder Digraphen. Als Anwendung ergibt sich die 
schon in [7] gezeigte Existenz einer Ecke vom Innen- und AuBengrad n in 
minimal n-fach kantenzusammenhangenden, endlichen Digraphen. 
Zunachst wollen wir die Bezeichnungen und Begriffe festlegen. Ein 
Digraph D = (E, K) mit der Eckenmenge E(D) = E und der Kantenmenge 
K(D) = K sei hier immer als endlich vorausgesetzt, da Satz A (das Haupt- 
ergebnis der vorliegenden Arbeit) und seine Korollare fur unendliche 
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Digraphen erseichtlich nicht gelten. Seine Ordnung sei IDI := [E(D)1 und es 
sei K(D) E (E(D) x E(D)) - ((x, x): x E E(D)}. Er heil3t antisymmetrisch, 
wenn (x, y) E K(D) impliziert ( y, x) # K(D). Der vollstandige Digraph 
K(Y) auf der Menge Y sei (Y, Y x Y - {( y, y) : y E Y}); wenn es nur auf 
die Anzahl n der Elemente von Y ankommt, bezeichnen wir ihn mit K,. 
Fur Xz E(D) sei D(X) := D - (E(D) -X) der von X induzierte Teilgraph 
und fur Fc D sei D(F) := D(E(F)); ein induzierter Teilgraph von D ist 
ein Teilgraph der Form D(X). Fur X E E(D) seien N,+ (X) := 
(GEE-X: es existiert x~X mit (x, y)cK(D)} und N;(X) := 
{BEE--X: es existiert XEX mit (~,x)EK(D)}; fur FcD und 
&=+,- sei N”,(F) :=N”,(E(F)). Fur XEE(D) sei d,+(x) := IN,‘({x})j 
der Aujengrad von x und d; (x) := IN; ( {x})l der Znnengrad von X. Wenn 
kein MiBverstandnis zu beftirchten ist, verzichten wir bei diesen 
Bezeichnungen auf den unteren Index. Bei manchen Bezeichnungen (wie 
D = @ statt D = (121, 0) oder A ED statt (A, 0) ED) unterscheiden wir 
nicht streng zwischen A E E(D) und dem Teilgraphen (A, 0); statt 
XE E(D) schreiben wir meist x E D. Z, bezeichne die Menge der ganzen 
Zahlen modulo m und m, n seien immer ganze Zahlen. Fur reelles x sei [x] 
die griil3te ganze Zahl dx. In mengentheoretischen Aussagen binde n 
starker als u; zum Beispiel sei A n B u C = (A n B) u C. 
Statt “stark zusammenhiingend” verwenden wir fiir gerichtete Graphen 
einfach “zusammenhiingend”. Ein Digraph D heil3t n-fach zusammen- 
hiingend, wenn 1 DJ > n ist und fur jedes E’ s E(D) mit IE’I < n der 
Digraph D-E’ := D(E(D) - E’) zusammenhlngend ist. Wenn D n-fach 
zusammenhangend, aber nicht (n + l)-fach zusammenhangend ist, ist n die 
Zusammenhangszahl K(D) von D. Insbesondere gilt K(K,+~)=~ fur alle 
n 3 - 1. Ein Digraph D heil3t kritisch n-fach zusammenhiingend oder 
n-kritisch, wenn K(D) = n ist, aber K(D - x) <n fur jedes x E D gilt. Da K, 
der einzige 0-kritische Digraph ist, setzen wir fur das Folgende n >, 1 
voraus. Ein induzierter Teilgraph F des Digraphen D heil3t Fragment 
von D vom Vorzeichen (T E ( i-, - }, wenn IN”,(F)\ = K(D) gilt und 
ID- (E(F) u N”,(F))/ >O ist. Ein Fragment vom Vorzeichen + bzw. - 
heiBt positiv bzw. negativ. Ein Fragment von D sei ein positives oder 
negatives Fragment von D. Nach Definition von K(D) enthllt jeder nicht 
vollstandige Digraph D ein TL E(D) mit 1 TI = K(D), so da13 D - T 
unzusammenhlngend (: = nicht (stark) zusammenhlngend) ist. Also hat 
jeder nicht vollstandige Digraph mindestens ein positives Fragment und ein 
negatives Fragment. Nach obiger Definition kann ein Fragment F von D 
natiirlich gleichzeitig positiv und negativ sein. Da wir F mit Vorzeichen + 
und F mit Vorzeichen - aber als verschiedene Fragmente betrachten 
mussen, schreiben wir hierftir oft genauer (F, + ) und (F, - ). Auch 
wenn nur vom Fragment F die Rede ist, sei F immer mit einem festen Vor- 
zeichen versehen! Wenn (F, 0) ein Fragment von D ist, ist ersichtlich 
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F := D - (E(F) u N>(F)) em Fragment von D mit Vorzeichen 8, wobei 5 
das zu rr entgegengesetzte Vorzeichen bedeute. (Genauer ware zu delinieren: 
(F, a) := (F; a).) Es gilt immer 3 = F und fur Fragmente I; und H gleichen 
Vorzeichens (T sind FG H und Rs F aquivalent, da FE H impliziert 
Fu N”(F) E Hu N”(H). 
Wir sagen, da13 sich die Mengen A und B kreuzen, wenn A n B # Qr, 
A - B # 0 und B - A # 0 gilt, und da13 sich die Digraphen F und H 
kreuzen, wenn sich E(F) und E(H) kreuzen. Wenn sich die Fragmente F 
und H gleichen Vorzeichens kreuzen, dann kreuzen sich such F und R 
oder es gilt Fn R= 0. Sei 6 eine Menge von Fragmenten des Digraphen 
D von gleichem Vorzeichen c. Dann sei G := (F : FE 6 >. Die Menge 6 
heil3t kreuzungsfrei, wenn es keine zwei sich kreuzenden Fragmente in 6 
gibt. Wir sagen, 6 iiberdeckt H G D oder ist ein Ziberdeckungssystem fur 
HcD, wenn E(H)EU,,, N”,(F) gilt. Der nicht vollsttindige Digraph D 
der Zusammenhangszahl n ist also genau dann n-kritisch, wenn es ein 
oberdeckungenssystem von Fragmenten fur D gibt. 
Fur Fragmente (F’, a’) und (F, CT) von D sei eine Relation < deliniert 
durch: (F’, a’) 6 (F, a): o (o’ = o und F’S F) oder (~‘#a und 
F’ E D(Fu N”,(F))). Wenn es klar ist, mit welchem Vorzeichen die 
Fragmente Fund F’ zu betrachten sind, schreiben wir statt (F’, a’) < (F, o) 
einfacher F’ <F. Die Relation < ist im allgemeinen keine Ordnungsrela- 
tion. Wenn (F,, or) < (F2, r~*) und (Fz, e2) < (F,, c3) ist und crl = rrz oder 
rs2 = c3 gilt, dann ist such (F,, pi) < (F3, cr3). Ferner sind F, < F2 und 
Fz < F, aquivalent. Wenn F, und Fz gleiches Vorzeichen haben, ist dies 
klar, da dann die Relation < mit der Relation s iibereinstimmt. Seien also 
F, und F2 von verschiedenem Vorzeichen. Dann ist aber=F, < F2 iiquivalent 
z F1 n Fz = 0, also such Fz <F, Equivalent zu Fz n F, = 0, was wegen 
F, = F, die Behauptung ergibt. 
Das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit ist 
SATZ A. Jeder kritisch n-fach zusammenhiingende, endliche, nicht voll- 
stiindige Digraph hat ein Fragment F mit IFI < n. 
Dies lindet sich als Vermutung 4.8.3 in [4] und wurde fur eckensym- 
metrische Digraphen der Zusammenhangszahl n (diese sind dann sogar 
n-kritisch) in [S J beweisen. Den Beweis von Satz A werden wir in Teil II 
erbringen. Hier wollen wir noch ein paar Folgerungen daraus herleiten. 
Da fur jede Ecke x eines Fragments F vom Vorzeichen cr gilt d”,(x) G 
IFI - 1 + u(D), ergibt sich unmittelbar 
KOROLLAR 1. Jeder n-kritische Digraph hat eine Ecke vom AuBengrad 
<2n o&r vom Innengrad ~2n. 
Dies lindet sich als Vermutung 4.8.1 in [4]. 
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Da ein antisymmetrischer Digraph F von positiver Ordnung eine Ecke 
vom AuDengrad < (l/l FI )( ‘;I) und eine Ecke vom Innengrad < ( 1 F I- 1)/2 
enthalt, hat ein Fragment (F, a) des antisymmetrischen Digraphen D eine 
Ecke x mit d”,(x) ,< (( Fl - 1)/2 + K(D). Somit liefert Satz A das 
KOROLLAR 2. Jeder n-kritische, antisymmetrische Digraph D hat eine 
Ecke vom A@engrad 6 [(3n - 1 j/2 J oder vom Innengrad d [(3n - 1)/2]. 
Dies entspricht Vermutung 4.8.2 aus [4] (wobei dort allerdings, wohl 
versehentlich, [(3/2)n] - 1 statt [(3n - 1)/2] steht). 
Wir wollen uns nun an einigen Beispielen klarmachen, daB die in 
Satz A und seinen Korollaren gegebenen Abschatzungen bestmiiglich sind. 
Zunachst noch ein paar Bermerkungen. Wenn jeder Ecke x des 
(ungerichteten) Graphen G ein Graph H, zugeordnet ist mit H, n Hy = @ 
fur x # y, entstehe das Zexikographische Produkt n,, G H, aus Ur. G H, 
durch Hinzufiigen aller Kanten zwischen H, und Hy fiir jede Kante [x, y] 
von G. Wir geben n, E G H, an, indem wir G zeichnen und statt der Ecken 
x von G die Symbole der einzusetzenden Graphen H, angeben. Zum 
Beispiel bedeute H, - H, - Hz das lexikographishe Produkt des Weges 
x, y, z mit den disjunkten Graphen H,, H,, Hz. Der zu einem Graphen G 
gehiirende Digraph G enstehe aus G durch Ersetzen jeder Kante [x, y] 
von G durch die beiden Kanten (x, y) und ( y, x). 
BEISPIELE. (1) Seien Dir . . . . D, disjunkte Exemplare des K, fur m>,4 
und sei iO eine ganze Zahl mit 3 < i, < m - 1. Der Digraph D entstehe aus 
lJ iE z, Di durch Hinzufiigen der Kantenmenge 
ii E(Di) X E(Di+ 1) u IJ E(Di+ 1) XE(Di). 
m ieZ, 
i# l,io 
Der Digraph D ist n-kritisch und hat genau zwei positive (namlich D, und 
Db+l) und zwei negative (namlich D, und Db) Fragmente der Ordnung 
hiichstens n. Die Ecken von D, u D,, i haben den AuBengrad 2n - 1 in D 
und die Ecken von D1 u D, den Innengrad 2n - 1 in D, wlhrend alle 
anderen At&n- und Innengrade gleich 3n - 1 sind. Also sind die Abschat- 
zungen in Satz A und Korollar 1 bestmoglich. 
(2) Der Digraph H,, := (Z,, ((x,x + i): x E Z, und i = 1, . . . . 
Cb- 1)/21)) . t is an isymmetrisch und fur alle x E H, gilt d+ (x) = d- (x) = t’ 
[(n - 1)/2]. Seien D,, . . . . D, fiir m 2 3 disjunkte Exemplare von H,. Der 
J&v@ D := (UiEZm E(DJ, UicH,,, 1Y(Di)uUicz,,, (E(Di)xE(Di+,))) ist 
antisymmetrisch und n-kritisch, und es gilt d,+ (x) = d; (x) = [(3n - 1)/2] 
fur alle x E D. Also 1aBt sich die Abschitzung in Korollar 2 nicht 
verschlrfen. 
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Man kiinnte vermuten, da13 sich fur n-kritische Digraphen D nicht nur 
min (d”(x):xeD und a~{+, -}}, sondern sogar min{di(x):xED} 
durch eine Funktion von n nach oben abschltzen la& (wie im letzten Satz 
auf Seite 88 in [4] angedeutet). Dal3 dies fiir n > 2 nicht der Fall ist, zeigt 
das folgende Beispiel. 
(3) Sei m>n>2 und sei Hz,,, wie in Beispiel (2). Fur i= 1, . . . . k sei 
Ti~E(HZm) mit IT,] =n, so da13 E(H,,,,)cUf=, 7’; gilt. Fur i= 1, . . . . k sei 
Si eine Menge mit lSil = 3n - 1, so da13 S,, . . . . Sk, E(H,,) disjunkt sind. 
Fiir i= 1 , . . . . k sei C! , CT, C: eine Partition von Sj mit 
1 C.i 1 = I Cfl = (Csl + 1 = n und fi sei eine Bijektion von T, auf Ci . Sei 
Di := (Si, Ujcz3 Cix Cj+‘) fiir i= 1, . . . . k und D entstehe aus 
HZ,,, u lJf= I Di durch Hinzufiigen der Kanten ( (t, f(t)) : t E Ti} u 
(Si x (E(H,,) - T,)) fur i = 1, . . . . k. Dann ist D antisymmetrisch und 
n-kritisch, aber fur alle x E D gilt d,+ (x) > m. - Es ist kein Manko dieser 
Konstruktion, dal3 sie nur fiir n 2 2 funktioniert, denn in [lo] wurde 
bewiesen, daD jeder 1-kritische Digraph zwei Ecken vom AuBengrad 1 
enthllt. 
(4) Seien m 3 4 und n > 2 und seien G, , . . . . G, disjunkte vollstandige 
Graphen mit lG,( = lGml =2 und IGi( =n fur i=2, . . . . m- 1. Der Graph G 
ergebe sich aus dem lexikographischen Produkt G, - G, - G3 - . . .- G, 
durch Weglassen zweier disjunkter Kanten zwischen Gi und G2 und zweier 
disjunkter Kanten zwischen G,,_ i und G,. Der Digraph G ist n-kritisch. 
Auch der Digraph D 1 := (E(G), K(G) u (E(G,) x E(G,)) u (E(G,) x 
E(G,- *))) ist n-kritisch und er hat genau vier Ecken vom Innengrad <2n, 
aber keine vom AuBengrad <2n. Auch der Digraph D2 := (E(G), K(G) u 
(E(G,) x E(G,)) u (E(G,-,) x E(G,))) ist n-kritisch, aber er hat genau 
zwei Ecken vom AuBengrad <2n und genau zwei vom Innengrad <2n. 
(5) Fur ein m > 1 seien D,, . . . . D, disjunkte vollstandige Digraphen 
der Ordnung 4n - 2 und sei Ai, A,!, Bi, B( eine Partition von Ei := E(Di) 
mit IAi( = IAil = (BJ + 1 = l&l + 1 =n. Weiterhin seien A,=&= {a} und 
A&+l=B~+l={b} mit a#b und {a,b}niJ~~,E,=~. Der Digraph D 
entstehe aus Uy!, Di durch Hinzufiigen der Ecken a und b und der Kanten 
Uy=+i’ A,-i x AJu Uy=+i’ B! xBi-, u {(b, a)}. Der Digraph D ist n-kritisch 
und es gilt d+(a)=&(u)=n=d+(b)=&(b), aber fiir n82 ist 
min{d”,(x):xEE(D)-(u,b} undaE{+, -}}=4n-3>2n. 
Es ist anzunehmen, da13 in einem n-kritischen Digraphen nicht nur eine 
Ecke vom A&en- oder Innengrad < 2n existiert. In [3] (und splter in 
schlrferer Form in [l 1 ] und [S]) wurde gezeigt, dal3 jeder kritisch n-fach 
zusammenhlngende, endliche Graph mit n 2 2 mindestens zwei Ecken vom 
Grad < (3/2)n - 1 enthllt. Dies und die letzten beiden Beispiele legen die 
folgende Vermutung nahe. 
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VERMUTUNG.' Jeder kritisch n-fach zusammenhiingende Digraph D hat 
mindestens uier Paare (x, a) E E(D) x { +, - } mit d”,(x) < 2~. 
Fur n = 1 wurde dies in [lo] bewiesen. Fur n 3 2 ist mir nicht einmal 
bekannt, ob zwei solche Paare existieren. 
Die Kantenzusammenhangszahl A(D) des Digraphen D ist detiniert 
als min {IK’j:K’cK(D) mit D-K’ :=(E(D), K(D)---‘) unzusammen- 
hangend >. Der Digraph D heigt minimal n-fach kantenzusammenhlingend, 
wenn A(D)= n ist, aber fur jedes kEK(D) gilt 1(D- k)<n. In [7] wurde 
gezeigt, dal3 jeder minimal n-fach kantenzusammenhangende Digraph zwei 
Ecken x mit d+(x) = d-(,x) = n enthalt. Dieses Resultat ergibt sich nun 
leicht aus Satz A. 
KOROLLAR 3. Jeder minimal n-fach kantenzusammenhiingende Digraph 
hat mindestens zwei Ecken x mit d+(x) = d&(x) = n. 
Beweis. Wenn ein minimal n-fach kantenzusammenhangender Digraph 
D mit genau einer Ecke vom AuBen- und Innengrad n existiert, kann man 
zwei disjunkte Exemplare von D “an dieser Ecke zusammmenheften” und 
erhalt einen minimal n-fach kantenzusammenhangenden Digraphen ohne 
Ecken vom A&en- und Innengrad n. Wir brauchen also nur die Existenz 
einer Ecke vom A&en- und Innengrad n nachzuweisen. 
Sei D ein minimal n-fach kantenzusammenhlngender Digraph. Jedem 
x E D ordnen wir disjunkte Mengen P(x) und M(x) mit IP( = d+(x) und 
IM(x)l = d-(x) zu, so da13 (P(x) u M(x)) n (P(y) u M(y)) = /zr fur x # y 
ist. Wir ersetzen nun jede Ecke x von D durch den vollstandigen 
Digraphen K, :=K(P(x) uM(x)) und jede Kante k= (x, y) von D durch 
eine Kante R = (X, jj) mit X E P(x) und j E M(y), und zwar auf die Weise, 
- - 
daB fur jedes x E D bei jeder Ecke X E P(x) genau eine Kante (x, z) mit 
Z$ K, beginnt und bei jeder Ecke X E M(x) genau eine Kante (2, X) mit 
z$K, endet. Wegen [P(x)1 =d+(x) und /M(x)1 =d-(x) 1lBt sich dies 
erreichen. Auf diese Weise entstehe der Digraph B. Es ist leicht, K(D) > n 
einzusehen. Wir wollen uns iiberlegen, da13 B sogar kritisch n-fach zusam- 
menhhngend ist. 
Sei XG D; ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir X E P(x) 
annehmen. Dann existiert genau eine Kante (X, j) E K(B) mit jj $ K,. Sei 
etwa jj E K,, also y #x und jj E M(y). Die Kante (X, jj) EX(D) entspricht 
also der Kante (x, y) E K(D). Da D minimal n-fach kantenzusammen- 
’ Diese Vermutung wird in meiner Arbeit “Critically n-connected digraphs” (erschienen in 
“Graph Theory, Combinatorics, and Applications,” Hrsg. Y. Alavi, G. Chartrand, 0. R. 
Oellermann, A. J. Schwenk; Wiley, NY, 1991) widerlegt und dahin gehend moditiziert, daB 
die Existenz zweier solcher Paare vermutet wird. Es werden dort fiir jedes n > 2 kritisch 
n-fach zusammenhangende, endhche Digraphen angegeben, die genau zwei Paare (x, u) mit 
d”(x) < 2n besitzen. 
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hlngend ist, existiert eine Partition A, B von E(D) mit x E A und y E B, so 
daD 
l{(a,b)~K(D):aeA undbeB}I=n 
gilt. Seien A := UasA E(K,) und B := UbsB E(K,). Nach Definition von 4 
gilt dann such I{(&~)EK(~):~~EA und 6~B)l =n. Wegen TEA, jj~B 
und IAl > lK,l = d+(x) + d-(x) 2 2n > n ist also T := (5~ A: es existiert 
6 E B mit (a, 6) E K(D)} eine trennende Eckenmenge von b mit X E T und 
I TI < n. Also ist D kritisch n-fach zusammenhlngend. 
Nach Korollar 1 existiert also ein Xe d mit d+(Z) < 2n oder d&(Z) -C 2n. 
Sei etwa X E K,. Fur X E P(x) gilt aber d+(Z) = d,+ (x) + d; (x) = d-(x) + 1, 
wahrend d-(Y) = d,+ (x) + d; (x) = d+(Z) + 1 fur X E M(x) gilt. Somit folgt 
d,+ (x) + d; (x) - 1~ 2n, also d,+ (x) = d; (x) = n. 
Man beachte, da13 Korollar 3 und sein Beweis such fur gerichtete 
Graphen mit mehrfache Kanten der gleichen Richtung giiltig sind. Die in 
[9] ausgesprochene Vermutung, daD Korollar 3 such fur minimal n-fach 
(ecken-) zusammenhangende Digraphen gilt, la& sich leider mit Satz A 
wohl nicht erledigen. 
II. BEWEIS VON SATZ A 
Bis zum SchluD sei D immer ein endlicher Digraph mit K(D) = n. Wir 
zeigen zunlchst, da13 es fur jedes n-kritische D ein fjberdeckungssystem 6 
aus positiven Fragmenten mit der Eigenschaft gibt, da13 fur jedes Paar sich 
kreuzender Fragmente F und H aus 6 gilt F n I7 = 0. Ein ijberdeckungs- 
system 6 (aus lauter positiven oder aus lauter negativen Fragmenten) mit 
dieser Eigenchaft nennen wir normal. Wenn 6 normal ist, dann ist such G 
normal. Denn ware F n H # @ fur sich kreuzende Fragmente F und R 
aus G,, dann wiirden sich such F und H (aus 6) kreuzen und aus der 
Normalitlt von 6 ergabe sich der Widerspruch FIT R= 0. Zum Beweis 
der Existenz eines normalen ijberdeckungssystems brauchen wir das 
folgende fundamentale Lemma, das sich teilweise schon z.B. in [2] und 
[5] lindet. Der leichteren Lesbarkeit halber fiihren wir seien Beweis aber 
vollstlndig aus. 
LEMMA 1. Seien (F, a) und (H, a) sich kreuzende Fragmente von D. 
Dann gelten die folgenden Aussagen : 
(1) Es ist IN”(F) n HI 2 IFn N”(H)I; 
(2) Wenn (Fn H, a) kein Fragment von D ist, gilt sogar 
[N”(F) n HI > IPn NO(H 
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(3) Wenn FnA#Ql ist, dam sind (Fn H, a), (Fnf!, 5) und 
(D(F u H), o) Fragmente von D und es gilt N”(Fn H) u N”(Fu H) = 
N”(F) u N”(H). 
Beweis. Es ist N”(Fn H) G Fn N”(H) u N”(F) n N”(H) u N”(F) n H. 
Wegen D-(FnHuN”(FnH))zPuR#@ und rc(D)=n ergibt sich 
somit [Fn N”(H)\ + IN”(F) n N”(H)1 + IN”(F)n HI 2 lN”(Fn HI 2 n = 
\Fn N”(H)1 + JN”(F)n N”(H)\ + IPn N”(H)I. Hieraus folgt (1). Wenn in 
(1) das Gleichheitszeichen gilt, ergibt sich .aus den vorhergehenden Unglei- 
chungen IFn N”(H)1 + IN”(F)n N”(H)1 + JN”(F)n HI = IN”(Fn H)I =n. 
Dann ist also (Fn H, a) ein Fragment von D und es gilt N”(Fn H) = 
F n N”(H) u N”(F) n N”(H) u N”(F) n H. Somit ist insbesondere (2) 
bewiesen. Wenn Fn R# 0 ist, kreuzen sich such P und R, und (1) - - 
auf H, F angewandt ergibt (1’) I N”(R) n PI > I H n N”(F)I, das heil3t 
IN”(H)n FI > IHn N”(F)1 wegen N”(X) = N”(X) fur ein Fragment (X, E). 
Somit gilt dann in (1) und‘ (1’) das Gleichheitszeichen und nach dem beim 
Beweis von (2) Gezeigten sind (Fn H, a) und (Rn F, 5) Fragmente von 
D und es gilt N”(FnH)uN”(~nF)=FnNN”(H)uN”(F)nN”(H)u 
N”(F) n H u f7 n N’(F) u N”(a) n N’(F.) u N”(R) n P= N”(F) u N”(H). 
WegenRnF=D-(~n~u~nN”(F)uN”(H)nN”(F)uN”(H)n~)= 
D(Fu H) ergibt sich somit (3). 
LEMMA 2. Jeder n-kritische, nicht vollstiindige Digraph D hat ein 
normales oberdeckungssystem aus positiven Fragmenten. 
Beweis. Da D kritisch, aber nicht vollstandig ist, existieren Ifber- 
deckungssysteme 6’ aus positiven Fragmenten von D. Das System 6 sei 
unter diesen G’ so gewahlt, da13 es moglichst wenig Paare von sich 
kreuzenden Fragmenten hat. Wir zeigen, daI3 6 dann normal ist. Fiihren 
wir die Annahme, da13 sich kreuzende Fragmente F und H in 6 existieren, 
fiir welche Fn R # 0 gilt, zum Widerspruch. Nach Lemma l(3) sind dann 
S := Fn H und V:= D(Fu H) positive Fragmente von D und such 
6’ := (6 - {F, H) ) u (S, V> iiberdeckt D. Wir zeigen, dag dann 6’ 
weniger Paare sich kreuzender Fragmente hat als 6, im Widerspruch zur 
Wahl von 6. Zunachst verliert 6’ das sich kreuzende Paar F, H durch 
den Austausch von F und H gegen S und V. Somit geniigt es, fiir jedes 
XE B’- {S, V} zu zeigen: 
(1) Wenn sich X und S kreuzen, dann kreuzt X such F oder H; 
(2) Wenn sich X und V kreuzen, dann kreuzt X auch F oder H; 
(3) Wenn X die Fragmente S und V kreuzt, dann kreuzt X such die 
Fragmente F und H. 
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Wir beschranken uns auf den Beweis von (2) und (3). Ad (2): Wegen 
X & V gilt X s? F und X @ H. Wegen Xn V#QI ist XnF#@ oder 
Xn H # 0. Sei etwa Xn F# 0, und nehmen wir an, daD sich X und F 
nicht kreuzen. Dann ist FL X. Wegen Fn H # 0 ist dann aber such 
Xn H # 0. Wegen Fc X, aber V @ X gilt H @ X. Also kreuzen sich X 
und H. Ad (3): Wegen XnS#@ ist XnF#@ und XnH#@. Wegen 
X P V ist X g F und X & H. Wegen S @ X ist F @ X und H SL X. Also 
kreuzt X sowohl F als such H. 
Mit Lemma 2 ergibt sich Satz A unmittelbar aus 
SATZ B. Sei 6 ein normales iiberdeckungssystem aus positiven 
Fragmenten des n-kritischen, endlichen Digraphen D. Dann existiert ein 
FE 6 mit (FI <n oder IPI <n. 
Zum Beweis von Satz B zeigen wir eine Reihe von Lemmata, wobei wir 
fur splteren Gebrauch schwachere Voraussetzungen machen, als wir es hier 
benbtigten. In den Lemmata 3 bis 6 sei 6 ein normales Uberdeckungs- 
system aus positiven Fragmenten des n-kritischen Digraphen D. 
LEMMA 3. Sei G ein positives Fragment von D mit IGI > n und seien 
F, HEG mit F<G und A<G. Wenn Fnn#@ ist, dann gilt F<Roder 
RiGI;. 
Beweis. Sei Fn H # 0 und F 4 H. Letzteres bedeutet Fn H # 0. 
WegenFnH#@istF$ H.WegenIG/>nundH<GistHnG#jaund 
somit wegen Fs G such H @ F. Also kreuzen sich F und H und aus der 
NormalitHt von 6 ergibt sich Fn H= 0, das heil3t R < F. 
LEMMA 4. Sei G ein Fragment von D mit IGI > n und seien F, HE 6 v G 
mitF<G,H<GundFnH#@.DanngiltF<HoderH<F. 
Beweis. Ohne Beschrlnkung der Allgemeinheit sei G positiv. Wenn F 
und H verschiedenes Vorzeichen haben, folgt die Behauptung aus Lemma 3. 
Seien also F und H von gleichem Vorzeichen. Wir fiihren die Annahme 
F @ H und H & F zum Widerspruch. Unter dieser Annahme kreuzen sich 
Fund H und die Normalitat von 6 bzw. G ergibt Fn H= 0. Wenn FE 6 
und HE 6 gilt, dann ist Fu Hc G. Hieraus ergibt sich mit Fn A= 0 der 
Widerspruch E(D) E FLJ N+(F) u Hu N+(H) s G u N+(G). Seien also 
FEN und HEG. Wegen F<G, H<G und FnR=@ ist E(G)E 
(N-(F)uF)n(N-(H)uR) = N-(F) n N-(H) u N-(F) n Ru Fn N-(H). 
Mit IF n N-(H)1 > IN-(F) n HI nach Lemma 1( 1) ergibt sich hieraus der 
Widerspruch @I i (N-(F)nN-(H)I + IFnN-(H)I + IFnN-(H)I = 
IN-(H)/ = n. 
II-FACH ZUSAMMENHiNGENDEDIGRAPHEN 269 
LEMMA 5. Sei G ein Fragment von D mit 1 GI > n und seien F, HE 6 mit 
F<G, 8<G, IFl>n und IRI>n. Wenn N+(F)nR#@ oder 
N-(R) n F# 0 ist, dann gilt F< I7 oder R< F. 
Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei N+(F) n A# 0. 
Wir zeigen Fn R# 0, womit dann Lemma 4 die Behauptung liefert. Fiih- 
ren wir die Annahme F n W = 0 zum Widerspruch. Dann ist F n H # /zr 
wegen 1 F I > n und F n i7 # 0 wegen 1 I7 > n. Wegen der Normalitlt von 6 
kijnnen sich also F und H nicht kreuzen und es gilt somit FS H oder 
H c F. Ersteres ist wegen N+(F) n R # Iz, nicht moglich, wlhrend letzteres 
H < G impliziert, was mit R < G den Widerspruch E(G) c N+(H) ergibt. 
LEMMA 6. Seien F, G, HE 6 mit F< G, N+(H) n Fn G # 0 und 
IFI > n. Dann gilt H 6 G oder R < G oder In/ 6 n. 
Beweis. -Wir nehmen an, da13 H 4 G und R 4 G gelten. Wir leiten 
einige Beziehungen zwischen den vorkommenden Fragmenten her. 
(a) G und H kreuzen sich. 
Wegen H 4 c ist H n G # 0. Wegen Nt (H) n G # 0 ist G C& I7, also 
H g G. Wegen R 4 G oder gleichbedeutend H SZ G ist such G C& H. 
Aus (a) und der Normalitat von 6 ergibt sich 
(b) GnB=@. 
Aus (a) und Lemma 1( 1) folgt 
(c) IN+(G)n HI > IGn N+(H)I. 
(d) F und H kreuzen sich. 
Wegen N+ (H) n F # 0 ist F C& H. Wegen Fb G, aber H $ C ist H @ F. 
Aus (b) ergibt sich E(D) c Hu N+(H) u G u N+(G) und hieraus, mit 
F< G weiter E(F) 2 Hu (N+(H) - G) u N+(G). Ftihren wir die Annahme 
F n H = 12/ zum Widerspruch. Dann gilt sogar E(F) c (N+(G) - H) u 
(N+(H) n G). Mit (c) ergibt sich hieraus der Widerspruch IFI < 
INf(G)-HI+IN+(H)nGI6(N+(G)-HI+INf(G)nHI=JN+(G)I=n. 
(e) Es gilt E(R) c N+(F) u (Fn N+(G)). 
Aus (d) und der Normalitat von 6 folgt Fn R= 0. Also ist E(n) E 
Fu N+(F). Hieraus ergibt sich (e) mit F< G und (b). 
Aus (d) und Lemma 1( 1) folgt 
(f) IN+(H)n FI 2 Inn N+(F)I. 
Aus (f), F< G und (c) ergibt sich die Ungleichung 
(g) IB n N+(F)/ < IN+(H) n FI < IN+(H) n Cl + IN+(H) n 
N+(G) n FI d IN+(G) n HI + IN+(H) n N+(G) n FI. 
Aus (e) und (g) folgt nun die Behauptung IAl = IRnN+(F)I + 
582b!53/2-9 
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IRnFnN+(G)I < IN+(G)nHI + (N+(H)nNf(G)nFI + IRnFnN+(G)I < 
IN+(G)1 = n. 
In den Lemmata 7 und 8 sei 5 # 0 eine kreuzungsfreie Menge von posi- 
tiven Fragmenten des endlichen Digraphen D mit rc(D)=n. Sei go die 
Menge der minimalen Elemente von (5, E ) und sei M, := UFE 80 E(F). 
Fur F# F’ aus go gilt Fn F’ = 0, da 5 kreuzungsfrei ist. Fur FE ij sei 
SF:={F’~5:F’~F}, e,:=%,-(F) undj(F):=IgFnsO1. 
LEMMA 7. Fiir alle FE 5 gilt (a) 1 U F, E 5F N+ (F’) n M, n FI 6 nj(F) - n. 
Beweis. Fiir FEN sei ~(F):=nI~,l-lu...~~N+(F’)nM,nFl. Wir 
werden zeigen: (Z) Fiir alle FE 5 gilt (b) u(F) >n(lgFI -j(F)). 
Offensichtlich sind (a) und (b) aquivalent. 
Wir zeigen (Z) durch Induktion iiber I $‘JFI. Wegen 
IU FZE5FNf(F’)I <n I&,[ ist u(F)>O. Insbesondere gilt (b) fiir FE so. Sei 
nun lgFl > 1 und seien F,, . . . . F,,, die maximalen Elemente von ( gF, G ); es 
ist m > 1 wegen SF # 0. Da 5 kreuzungsfrei ist, sind F,, . . . . F, disjunkt. 
Daher bilden SF,, SF*, . . . . gFm eine Partition von SF, insbesondere gilt 
Cy= i lgF,l = lgFl - 1. Wegen I SF,1 < lgFl ist nach Induktionsannahme 
II(F,)>~(I~~,I -j(Fi)) fur i= 1, . . . . m. Durch Summation dieser Unglei- 
chungen ergibt sich 
(a) dlSFI - 1 - m) - CEI IUFrEgF N+V”) n MO n Fjl 3 
n(l~FI-l-C~=lj(Fi))=,(l~FI-l-j(F)), da SF,,..., SF, eine Partition 
von &, ist und F$ &, wegen I $JFI > 1 gilt. Wegen N+ (F’) G Fi u Nf (F,) 
fur F’ E gh gilt 
(PI A := U,f.5FN+V”) n MO n F - WC”=, U.p.5F,WF’)n 
M,nFi~U~=“=NN+(Fi)nM,nF. Wegen Uy-1 FiUN+(Fi)cFUN+(F) 
und F # 0 gilt I (J y! I N+ (FJ - lJ y= r E( Fi) I 2 n wegen des n-faehen Zusam- 
menhangs von D. Dann gilt aber erst recht I lJy= r N+ (Fi) - (Alo n F)I 2 n, 
da wegen der Kreuzungsfreiheit von ‘?j gilt M0 n F = iJFs E 5,.n %,, E(F’) E 
U~z”=lE(Fi). Aus (fi) folgt somit IUFsE5FNf(F’) n M,, n FI - 
c:= 1 IL&, N+(F’) n M0 n I;;[ = I Al < mn -n. Hiermit ergibt sich aus 
(a) die Induktionsbehauptung v(F)=n I$jFI - (UFrESF N+(F’)nMonFI > 
n liYFl -mn-CE, IUFf,~,, N+(F’)nM,nFiJ >n(lSFI -j(F)). 
LEMMA 8. Sei G ein Fragment von D vom Vorzeichen o mit I GI 2 n. Sei 
F=$ G ftir alle FE 5 und 5 iiberdecke MA := M, n G. Dann existiert ein 
FE% mit IFI <n. 
Beweis. Seien F,, . . . . F,,, die maximalen Elemente von (3, E ). Da 5 
kreuzungsfrei ist, bilden SF,, . . . . sFm eine Partition von 5. Sei di := 
IN+(Fi)-MOI fur i=l,...,m. Mit lJFEgF N+(F)nM,=N+(Fi)nM, 
u (JFE 5F N+(F) n M, n Fi folgt aus Lemma 7 die Abschatzung 
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IU FE5F N+(F)nM,I <n-d+nj(Fi)-n=nj(Fi)-d. Da MA von 5 iiber- 
deckt ’ wird, ergibt sich hieraus durch Summation (a) \M,J < 
IU FE 5 N+(F) n MO I < n I&I - I:= I di. Wegen des n-fachen Zusammen- 
hangs von D und ICI >,n gilt IN’(U~C”=l Fj)l an. Wegen 
N+(U~=“=,Fi)nM,EN+(U~=“=,Fi)r\U~=,Fi=O, also N+(Uy=rFi)G 
!Jy= r (N+(Fi) - M,) folgt hieraus Cy!, d,> n. Aus (M) ergibt sich somit 
\MJ <n lBO1 -PZ. Andererseits ist [1I44[ B IM,( -12, da M,~GuN”(G) gilt 
wegen F<G fur alle FE& Somit ist CFEaO IFI = [MO1 <n IgO1 und es 
existiert ein FE g,, mit I FI < n. 
Wenden wir uns nun dem Beweis von Satz B zu. Nehmen wir an, da13 ein 
normales ijberdeckungssystem 6 aus positiven Fragmenten des n-kritischen, 
endlichen Digraphen D existiert, so daB a( 6) := min ( ) F I : F E 6 u G > > n 
gilt. Wir zeigen zunlchst, da13 ‘~J~:={(F,G)E(~x~)u(~xX):F<G} 
nicht leer ist. 
Sei G ein minimales Element von (6, E ). Da 6 den Digraphen D iiber- 
deckt, existiert ein FE 6 mit N+(F) n G # 0. Dann ist G @ F und wegen 
der Minimalitat von G gilt such F & G. Wenn F n G # 0 ist, kreuzen sich 
also F und G und wegen der Normalitat von G folgt Fn C? = 0, also 
(F, G) E ‘Q. Wenn F n G = 0 ist, gilt aber (F, c?) E ‘p. 
Sei etwa ‘$3 n (6 x G) # 0. Sei G minimal (bez. E ) in der nicht leeren 
Menge (G’ E 6: es existiert FE 6 mit (F, G’) E ‘$3). Dann ist such 
5:={F:(F,G)~(p}c6 nicht leer. Da fur Fragmente gleichen Vorzei- 
chens die Relationen < und z iibereinstimmen, ist (5, G ) kreuzungsfrei 
nach Lemma 4 wegen ~((5) > n. Sei go die Menge der minimalen Elemente 
von (5, s ). Wegen a(G) > n konnen die Voraussetzungen von Lemma 8 
nicht erfiillt sein. Also existiert ein F. E g,,, so da13 F, n G nicht von 5 iiber- 
deckt wird. Also existiert ein x,, E (F. n G) - UFE 5 N+(F). Da 6 den 
Digraphen D iiberdeckt, existiert ein HE 6 mit x0 E Nt (H). Nach 
Lemma 6 gilt Hd G oder 8< G. Ware H < G, dann ware HE 5, also 
x,, E UFE 5 N+(F), entgegen der Voraussetzung. Also gilt A< G. Hiermit 
erhalten wir wegen N-(R) n F, # 0 aus Lemma 5, daI3 F, < R oder 
R<F, gilt, Wenn F,,<R ware, dann ware (F,, 8)~‘$ n (G x G) mit 
R c G - x,, s G (wegen R d G und x,, E G n N+ (H)), im Widerspruch zur 
Wahl von G. Also gilt f7< Fo. Somit ist !jj := {H’ E G: H’ <F,,} nicht leer. 
Nach Lemma 4 ist 9 kreuzungsfrei. Sei !$, die Menge der minimalen Ele- 
mente von (&, c ). Sei Ho E !& und sei y E Ho n Fo. Da D von 6 iiberdeckt 
wird, existiert ein S E 6 mit y E N+(S). Nach dem Dualen zu Lemma 6 gilt 
dann S < F. oder s < F,,. Die Relation S Q F,, kann nicht gelten, da sonst 
wegen F, < G such S< G gelten wiirde und somit SE ?j ware mit 
S c F,, - y 5 F,,, im Widerspruch zu F,, E go. Also gilt s< F, und somit 
SE%. Somit wird UHEEM Hn F, von 45 iiberdeckt und das Duale zu 
Lemma 8 liefert die Existenz eines HE 5 mit (HI <n, im Widerspruch zu 
a(6) > n. 
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Zusatz bei der Korrektur. Korollar 1 und 2 wurden von J. Bang-Jensen fur eine spezielle 
Klasse von gerichteten Graphen, namlich fiir alle “lokal semivollstlndigen” Digraphen vermutet 
(Locally semicomplete digraphs: A generalization of tournaments, J. Graph Theory 14 (1990), 
371-390, Conjectures 4.3 and 4.4). 
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